L1-TYPE SPACES AND DECOMPOSITIONS OF POSITIVE FUNCTIONALS ON VON NEUMANN
ALGEBRA by Веселова Лидия Владимировна et al.
84 МАТЕРИАЛЫ МЕЖДУНАРОДНОЙ ШКОЛЫ-КОНФЕРЕНЦИИ
Теорема 2. Пусть многообразие Mg такое, что для некоторой константы q > 1
выполняется условие
limsup
ρ→∞
ρ
2
q−1
´ ρρ/2 g n−1(r )dr´
2ρ
ρ/4
g n−1(r )dr
 1q−1 ∞ˆ
2ρ
d s
g n−1(r )
=+∞.
Тогда любое неотрицательное решение неравенства (2) наΩe естьтождественный
нуль.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-41-02479-
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LIOUVILLE-TYPE RESULTS FOR THE STATIONARY GINZBURG-LANDAU EQUATION AND
ELLIPTIC INEQUALITIES OF A SPECIAL FORM ON MODEL LIPSCHITZ MANIFOLDS
S.S. Vikharev
We establish conditions for the fulfillment of Liouville-type theorems on the triviality of bounded so-
lutions of a special type elliptic inequality, as well as of the stationary Ginzburg-Landau equation on
model Lipschitz manifolds.
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Обобщая ряд известных конструкций теории интегрирования относительно нор-
мальных функционалов и весов на алгебрах фон Неймана, мы вводим и изучаем про-
странства типа L1, ассоциированные с положительными функционалами на упорядо-
ченных векторных пространствах. В качестве приложения приведены новые резуль-
таты о представлениях положительных нормальных функционалов на алгебрах фон
Неймана.
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Данная работа инициирована подходом А.Н.Шерстнева к теории интегрирова-
ния относительно нормальных функционалов и весов на алгебрах фон Неймана
(см. [9, 10]), а также решением двойственной задачи построения пространств типа
L1, ассоциированных с положительными самосопряженными операторами, присо-
единенными к алгебре фон Неймана [1, 3]. Представляется естественным получать
ряд конструкций и утверждений как частные случаи более общего подхода в рамках
упорядоченных векторных пространств, который реализован в разделе 1. В разде-
ле 2показано, какнекоторые утвержденияраздела 1 совместно сизвестнымиутвер-
ждениями теории некоммутативного интегрирования позволяют получить новые
результаты о представлениях положительных нормальных функционалов на алгеб-
рах фон Неймана.
1. Пространство с базовой нормой и пространство с порядковой единицей,
ассоциированные с положительным функционалом
Пусть X+—конус положительных элементов в положительно порожденном упо-
рядоченном векторном пространстве X над R. Пусть F — алгебраически сопряжен-
ное к X и F+ — сопряженный конус положительных линейных функционалов на X .
Для f ∈ F+ положим
J f = {g ∈ F :−λ f ≤ g ≤λ f для некоторого λ ∈R+}.
Легко проверить, что J f — линейное подпространство F , конус J+f = J f ∩F+ порож-
дает J f и что f — порядковая единица в J f ãîîáùå. Более того, формула
∥g∥ f = inf{λ≥ 0 :−λ f ≤ g ≤λ f }
определяет норму на J f , которая превращает J f в полное пространство с порядко-
вой единицей. Соответствующий единичный шар {g ∈ F : − f ≤ g ≤ f } обозначим
J f ,1.
Для такого f ∈ F+ введем полунорму r f на X :
r f (x)= inf{ f (x ′)+ f (x ′′) : x ′, x ′′ ∈ X+; x = x ′−x ′′} (1)
и положим: X f ,0 = {x ∈ X : r f (x) = 0}, X f ,1 = {x ∈ X : r f (x) ≤ 1}. Ясно, что r f (x) = f (x)
для x ∈ X+.
Предложение [4]. Поляра X ◦f ,1 есть J f ,1.
Теорема 1.1. Пусть Y —такое подпространство пространства F , что канониче-
ская билинейная форма 〈X ,F 〉 ставит в двойственность X и Y , и пусть J f ⊂ Y . Полу-
норма r f является нормой втомитолькотом случае, когда J f плотно вY втопологии
σ(Y , X ).
Замечание 1. Пусть X — упорядоченное банахово пространство с замкнутым по-
рождающим конусом X+. Если f —положительный линейный функционал на X , то
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f автоматически ограничен и J f — линейное подпространство сопряженного упо-
рядоченного банахова пространства X ∗. Теорема 1.1 говорит в этом случае, что по-
лунорма r f на X является нормой тогда и только тогда, когда J f *-слабо плотно в X ∗.
Если в качестве X взять эрмитову часть алгебры фон Неймана, а в ка-
честве f — точный положительный нормальный функционал на X , то r f
— норма [9, 10]. Более того, от условия нормальности можно отказать-
ся [5]. В то же время, авторам неизвестно, будет ли r f нормой, если в ка-
честве X взять эрмитову часть C*-алгебры, а в качестве f — точный поло-
жительный функционал на этой алгебре, или, что эквивалентно, будет ли J f
*-слабо плотно в пространстве эрмитовых ограниченных функционалов на рас-
сматриваемой алгебре.
Другие нетривиальные примеры, когда r f —норма, возникают в “двойственных”
задачах теории некоммутативного интегрирования [1,3].
В дальнейшем будем предполагать, что r f —норма, и через (X̂ f ,∥·∥ f ) обозначать
соответствующее пополнение нормированного пространства X . Для g ∈ J f той же
самой буквой будем обозначать и соответствующее продолжение g по непрерыно-
сти на X̂ f .
Обозначим:
K f = {xˆ ∈ X̂ f : xˆ =
∞∑
n=1
xn , xn ∈ X+,
∞∑
n=1
∥xn∥ f <∞}. (2)
Ясно, что X+ ⊂K f , K f — конус, и что ∥xˆ∥ f = f (xˆ) для любого xˆ ∈K f .
Теорема 1.2. K f порождает X̂ f . Более того, для любого xˆ ∈ X̂ f выполняется равен-
ство ∥xˆ∥ f = inf{ f (xˆ ′)+ f (xˆ ′′) : xˆ ′, xˆ ′′ ∈K f ; xˆ = xˆ ′− xˆ ′′} .
Теорема 1.3. Для xˆ ∈ X̂ f эквивалентны следующие условия:
(i ) ∥xˆ∥ f = f (xˆ),
(i i ) g (xˆ)≥ 0 для любого g ∈ J+f ,
(i i i ) xˆ лежит в замыкании конуса X+ по норме.
Замыкание X+ по норме в X̂ f будем обозначать X̂+f . Ясно, что K f ⊂ X̂+f , и что X̂+f
— порождающий конус в X̂ f .
Замечание 2. Банахово пространство X̂ f с конусом положительных элементов
X̂+f и базой {xˆ ∈ X̂+f : f (xˆ) = 1} является пространством с базовой нормой в смысле
[1]. Банахово сопряженным к нему является пространство с порядковой единицей
(J f ,∥ ·∥ f ).
Положим: S f = {xˆ ∈ X̂+f : 0≤ x ≤ xˆ, x ∈ X+ =⇒ x = 0}.
Теорема 1.4. Любой элемент xˆ ∈ X̂+f допускает представление xˆ = xˆ1+ xˆ2, где xˆ1 ∈
K f , xˆ2 ∈ S f . Единственность такого представления для любого xˆ ∈ X̂+f эквивалентна
условию X̂+f =K f .
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2. Почти доминируемыефункционалы и единственность лебеговского раз-
ложения положительных функционалов
Всюду далееϕ—точныйнормальныйполуконечный вес на алгебрефонНеймана
M . Множество положительных операторов из алгебры обозначаемM+. Простран-
ство ультраслабо непрерывных функционалов наM обозначаемM∗, его эрмитову
и положительную части —Mh∗ иM+∗ соответственно.
Пусть m+ϕ = {x ∈M+ : ϕ(x) <∞}, msaϕ =m+ϕ−m+ϕ. Тогда msaϕ — упорядоченное век-
торное пространство,m+ϕ— конус его положительных элементов. Вес ϕ однозначно
продолжается до положительного линейного функционала на msaϕ , обозначаемого
далее той же буквой ϕ. Полунорма rϕ на msaϕ (см. (1)) является нормой [9, 10], кото-
рую мы ранее условились обозначать ∥ · ∥ϕ. Пополнение msaϕ по норме ∥ · ∥ϕ будем
обозначать L̂h1 (ϕ).
Определение 2.1. Будем говорить, что вес ϕ доминирует функционал ψ ∈M+∗ ,
еслиψ≤λϕ при некотором λ≥ 0; ϕ почти доминируетψ, еслиψ представим в виде
ψ = ∑i∈I ψi , где каждый из функционалов ψi доминируется весом ϕ, в последнем
случае будем использовать обозначение ψ≪ϕ.
Известно (напр., [8]), что существует единственное отображение γ : msaϕ →Mh∗ ,
удовлетворяющее условиям:
(γ1) γ(x)(1)=ϕ(x) (x ∈msaϕ ),
(γ2) γ(msaϕ )= {ψ ∈M+∗ : ∃λ ∈R+(ψ≤λϕ)},
(γ3) {x, y} 7→ γ(x)(y) — симметричная положительная билинейная форма наmsaϕ .
Отображение γ является изометрическим и порядковым изоморфизмом, γ(msaϕ )
плотно вMh∗ . Будем использовать ту же букву γ для обозначения соответствующе-
го изометрического и порядкового изоморфизма L̂h1 (ϕ) на M
h∗ . Таким образом, в
обозначениях (2) имеем: γ(Kϕ)= {ψ ∈M+∗ :ψ≪ϕ}, и теорема 1.2 влечет:
Теорема 2.1. Любой ψ ∈ Mh∗ может быть представлен в виде ψ = ψ′ −ψ′′, где
ψ′,ψ′′≪ϕ.
Следствие. Для любого ψ ∈M+∗ найдется ψ′ ∈M+∗ такой, что ψ′≪ϕ и ψ≤ψ′.
Определение 2.2.Функционалψ ∈M+∗ называется сингулярным относительно ϕ
(обозначаем: ψ⊥ϕ), если условия ψ′ ∈M+∗ , ψ′ ≤ψ, ψ′ ≤ϕ влекут ψ′ = 0.
Ясно, что {ψ ∈M+∗ : ψ ⊥ ϕ} = γ(Sϕ) и по теореме 1.4 любой ψ ∈M+∗ допускает
представление ψ = ψ1 +ψ2, где ψ1 ≪ ϕ, ψ2 ⊥ ϕ. Такого вида преставление часто
называют лебеговским разложением положительного нормального функционала.
Определение 2.3 [6,7]. Весϕназывается регулярным, еслиψ≪ϕ каков быни был
ψ ∈M+∗ .
Теорема 1.4 тогда влечет:
Теорема 2.2. Представление ψ = ψ1 +ψ2, где ψ1 ≪ ϕ, ψ2 ⊥ ϕ, единственно для
каждого ψ ∈M+∗ в том и только том случае, когда вес ϕ регулярен.
Замечание 3. В работах [6, 7] Н. В. Трунов изучал почти доминируемые функцио-
налы и регулярные веса в связи с задачами теории интегрирования относительно
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нормальных весов на алгебрах фон Неймана. Его результаты совместно с теоремой
2.2 влекут ряд, на наш взгляд, интересных следствий относительно единственно-
сти лебеговского разложения положительных нормальных функционалов на раз-
личных алгебрах фон Неймана.
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L1-TYPE SPACES AND DECOMPOSITIONS OF POSITIVE FUNCTIONALS ON VON NEUMANN
ALGEBRA
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We introduce and study L1-type spaces associated with positive functionals on ordered vector spaces.
As an application, we give new results on representations of normal positive functionals on von Neu-
mann algebras.
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